1.1 Feldtheorien der Elementarteilchen

1.1.1 Quantenmechanik und Feldtheorie

Klass. Mechanik — Klass. QM — Vielteilchensysteme:
Hamilton'sche Schrodinger- 2. Quantisierung
Bewegungs- gleichung (Vielteilchen-
gleichungen (Einteilchen- grundzustand
zustande) + Anregungen)

J Lorentzinvarianz

Relativistische = —— Relativistische = —— Vielteilchensysteme:

Mechanik Wellen- Feldquantisierung
gleichungen (Vakuum-
(— Antiteilchen) grundzustand
+ Teilchen-
anregungen)

Die Maxwell-Gleichungen sind das erste Bespiel einer
relativistischen Feldtheorie.

Die Lorentz-Symmetrie wurde anhand der Maxwell-
Gleichungen entdeckt.

Die erste Quantenfeldtheorie war die QED mit
elektromagnetisch gekoppelten Quantenfeldern fir elektrisch
geladene Materie und elektromagnetisches Feld (Photonen).
Sie ist das Muster fur alle anderen Wechselwirkungen des
Standardmodells.
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1.1.2 Notation

1. Wirkungsquantum A = 1, Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1.

2. 4-Vektoren:
Raum-Zeit-Koordinaten:

Kontravariante Koordinaten:
0 1 2 3
ot = (z°, ", 2%, x°) = (t,x,y, 2).
Kovariante Koordinaten:

Ly — (Z’(),Cljl,ZIfQ,ZCg) — (ta —, _yv_z)a

—_ v — E 1

mit dem metrischen Tensor der Minkowsky-Raum-Zeit:

g,uug'wj = 4; guozgow — gﬁ — 55

und Summation uber wiederholte Indizes.
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3. Skalarprodukt (invariant):

2

2 . 42 =2 42 2 2
=x'r,=1"—x"=1t"—x"—y —z".

X

4. Energie-Impuls-Vektor:

p,u — (Evm — (Eapazapyypz)a
p,u — (E7 _m — (E7 _pxa_pjw_pZ)a

p° =p'py = E* —p* =m®,

5. Differentialoperatoren:

~ g 0 0 0
On V) B (8t’3x’8y’8z)’

0 Jd o
= Ox,, (875’ )

6. Quantenmechanische Operatoren:

1]
{8
=

|
7 N\
S| @

4-lmpuls: pH = 0" = ia%u = (7:%7 —i@),

o~ 82 =9
ﬁipu:—auﬁuz—(@—v>:—m

mit dem d’'Alembert-Operator O = 00,,.
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1.1.3 Lagrange-Formalismus in der Feldtheorie

1.1.3.1 Lagrange-Formalismus in der klassischen
Mechanik

Nach dem Hamiltonschen Prinzip der kleinsten Wirkung
erhalt man die Bewegungsgleichungen durch Variation des
Wirkungsintegrals

SE/”MM%%» (1)

t1

mit der Lagrangefunktion L(q;,¢;) =T — V als Funktion der
verallgemeinerten Koordinaten ¢;(¢) und ihrer Ableitungen ¢;
(¢=1,...n), aus der Bedingung

o
58 = & / dtL(qs, 61) = 0, (2)

t1

wobei die Koordinaten an den Endpunkten ¢; und t5
festgehalten werden.

Die Bewegungsgleichungen liefern die Trajektorien ¢;(t), fur
die die Wirkung S minimal wird.

Die Bewegungsgleichungen sind die Euler-Lagrange-

Gleichungen:
d (0L OL
— — = 0.
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1.1.3.2 Anwendung des Lagrange-Formalismus
in der Feldtheorie

Die Feldgleichungen ergeben sich durch Variation der
klassichen Wirkung

§= /t 52 dt / BrL(,0,0) (4)

mit der Lagrangedichte L(¢(x),0,¢(x)) als Funktion des

Feldes ¢(x) (Kontinuum unendlich vieler Variabler) und seines
4-Gradienten 0,¢(x), die die Rolle der Lagrangefunktion

L= /d%c(qb, 0,0) =T -V

ubernimmt.

Das Hamilton-Prinzip, §S = 0 mit §¢(t1,Z) = 0 = do(to, ©),
ist erfullt, wenn die Euler-Langrage-Bewegungsgleichungen

I )
F0(0u(x))  0o()

~ 0 (5)

erfullt sind.
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Die Feldgleichungen sind relativistisch kovariant, wenn die
Lagrangedichte lorentzinvariant, also ein Lorentzskalar ist.
Wegen der Randbedingung andern sie sich nicht, wenn eine
totale Divergenz 9, A zur Lagrangedichte addiert wird.

Die Symmetrien der Feldgleichungen ergeben sich aus den
Symmetrien der Lagrangedichte.

Die Quantenzahlen der Elementarteilchen und ihre
Wechselwirkungen sind durch Symmetrien der Lagrangedichte
bestimmt.
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1.1.4 Feldgleichungen fur freie Teilchen

Relativistische Wellengleichungen fur die fundamentalen

Teilchen des Standardmodells.

1.1.4.1 Rekapitulation: Schrodingergleichung

fur nicht-relativistische freie Punktteilchen ohne Spin:
2
E=L2 =T

T 2m

Quantisierung:

E — ih—; §— —ihV.
or P !
—> Wellengleichung:
Lot A e~y
_— = H = ——
ih p Y (L, 1) 2mV Y (L, 1)

mit den ebenen Wellenlosungen

zu den Energie- und Impulseigenwerten £ = hw, p = k.
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Mit den Definitionen

1

o * 2 (. =
o= () - (Vi) (= = T )

fur die Wahrscheinlichkeitsdichte und die Wahrscheinlichkeits-
stromdichte (in Klammern fiir ebene Wellen) gilt die lokale
Erhaltung der Wahrscheinlichkeit (Kontinuitatsgleichung):

8 — —
P4V j=0
t

und damit
d
Z [ dBzp=o0.
dt/ p =10
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1.1.4.2 Skalare Bosonen:
Klein-Gordon-Gleichung

(Gordon, Klein 1926; Pauli, Weisskopf 1934)

fiir relativistische skalare (Spin 0-) Bosonen (z.B. 7%, K°/K?,
Higgsfeld): E? = p* + m?.

Quantisierung (A = 1):
0

P = (E,p) — id* = (ZE’ —iV).

—> Wellengleichung:

32¢($) _ =9 2
o2 — (_v +m )(/b(il?),

— (g—; - V2 + m2> ¢(x) = (O +m?)¢(x) = 0.

Die gleiche Gleichung gilt fur das komplex konjugierte Feld
(Antiteilchen):

(O +m?)¢*(x) = 0.

Die Feldgleichungen lassen sich aus der Lagrangedichte

L = [(0.0)(0"¢)* —m?p¢™] = L(, ¢™; 0", O ¢")
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nach dem Variationsformalismus von Euler und Lagrange
herleiten durch Variation der Felder:

d¢p*(x) ergibt Feldgleichung fiir ¢(x).

d¢p(x) ergibt Feldgleichung fir ¢*(x).

Freie Losungen sind ebene Wellen:

¢ﬂ: (x) _ Lei(l;-f:Fwt)

N

zu den Energieeigenwerten £ = +w mit w = /p? + m>.

Die globale U(1)-Eichsymmetrie der Lagrangedichte unter
Phasentransformationen der Felder (s.u.) fuhrt zu dem
lokalen Erhaltungssatz (Kontinuitatsgleichung)

_9p

auj“_a+ﬁj:0

—.

fir die 4-Wahrscheinlichkeitsstromdichte j# = (p, j):

. 1 (o oc .
T T (o0~ 7067
= 5 1(0"6)"¢ — (9"9)9"
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w 7 Lk

mit p = i%'% und 5 = 5 - - fur
ebene Wellenlosungen (relativistische Verallgemeinerung
der  Wahrscheinlichkeitserhaltung in der  klassichen
Quantenmechanik).

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p fur Losungen mit negativen
Energieeigenwerten ist ebenfalls negativ.

Im Rahmen der Quantenfeldtheorie konnen die ebenen
Wellen mit negativer Energie als Wellenfunktionen fur die
Antiteilchen interpretiert werden (s.u.).

Die relativistische Invarianz erlaubt keine konsistente
quantenmechanische Interpretation der Einteilchenwellenglei-
chung. Eine Vielteilchenquantentheorie ist erforderlich. Die
(klassiche) Lagrangedichte ist dennoch fiir die Untersuchung
der Symmetrien und Wechselwirkungen und die meisten
Berechnungen ausreichend.
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Grenzfall:

Reelle skalare Felder beschreiben Spin 0-Teilchen, die mit
ihren Antiteilchen identisch sind (z.B. 7", Higgsboson).

Die Wellengleichung

(O +m?)p(x) =0

entspricht der Lagrangedichte

£(6,06) = 5[(0,6)(2"6) — m*¢?].
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1.1.4.3 Fermionen: Dirac-Gleichung
(Dirac, 1928)

fiir relativistische Spin 3-Fermionen (Leptonen und Quarks):
E? = p* + m~.

Quantisierung:

0 -
E—i—; p— —iV.
Zat, P (4

— Ansatz fur die Wellengleichung nur mit 1. Ableitung
nach der Zeit (wie Schrodingergleichung nach den
Interpretationsproblemen mit der Klein-Gordon-Gleichung)
und damit auch nach dem Ort (wegen relativistischer
Kovarianz):

ﬁzp:(&z% Bm)ep

09
Yot

]
Tb
%

mit Parametern a, (3, die so gewahlt werden mussen, daf3
weiterhin (fir jede Komponente des Feldes ) die Klein-
Gordon-Gleichung erfullt ist, d.h. nach 2. Ableitung des
Ansatzes nach der Zeit und Einsetzen des Ansatzes fur die
1. Ableitung:
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Dies ist nur erfullbar, wenn 23 = 04172,3 und 3 = A1
hermitesche Matrizen sind mit den Eigenschaften:

1. af=0a3=a35=p3°=1 = Eigenwerte = &1

2. Antivertauschungsrelationen:
ajor +aga; =0 (5 # k),
a;f+ Pa; =0 = Spur(a; 23) = Spur(s) = 0.

Damit muB8 die Dimension der Matrizen gerade sein und
mindestens n = 4, da es fur n = 2 neben der Einheitsmatrix
I nur 3 linear unabhangige Matrizen gibt, die Pauli'schen
Spinmatrizen:

/(01 (0 —i (1 0
T=\1 0 )27\ 0)% o -1/

Fur n = 4 gibt es 16 linear unabhangige Matrizen.

Die folgenden Kombinationen von Matrizen sind am
gunstigsten fur eine raum-zeitlich symmetrische Formulierung
der Dirac-Wellengleichung: die Dirac'schen v-Matrizen:

,.YO — 67,71 — 6051772 — Ba2773 — 60&3,

die formal einen 4-Vektor bilden,

2

Y = (Y, 95592, Y = gt = (F°, =, =72, =),

bei Lorentztransformationen aber invariant bleiben.
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Damit ist die relativistisch kovariante Dirac-Gleichung:

(ifyﬂau - m)¢(£) =0

d.h.

Die Fermionfelder sind 4-komponentig: 4-Spinoren.

Die v-Matrizen haben die folgenden Eigenschaften:
o AT+t =29"" 1

* Yy =guwy'v =41

o VT=190T=—9

Eine gebrauchliche Darstellung der ~-Matrizen ist (Pauli-
Dirac-Darstellung: +° diagonal):

I 0 : 0 o
0 _ J — J
=0 1) D)
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Der adjungierte Spinor, definiert durch

=Ty,

erfullt die adjungierte Dirac-Gleichung:

("0, —m) = 0.

Das Produkt 1) ist im Gegensatz zu Tt lorentzinvariant
(Lorentz-Skalar).

Die lorentzinvariante Lagrangedichte fur freie Dirac-Teilchen
ist damit:

£ = F(x)(ir"d, — m)v(x)

Variation §1) liefert als Feldgleichung die Dirac-Gleichung.

Variation 907 liefert als Feldgleichung die adjungierte Dirac-
Gleichung.

Losungen der freien Dirac-Gleichung sind ebene Wellen mit 4
internen Spinorfreiheitsgraden,

zu zwei (positiven und negativen Energieeigenwerten E =
++/p2+m2 und zu zwei Spineinstellungen s = 1,2
(up/down bzgl. der z-Richtung),

die ein Orthonormalsystem bilden:
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P (x) = us(p)e P T (w) = vy(p)et P
mit den Spinorkomponenten

(1) [0 )

0 1
ui(p) = 2 b s uz(p) = VEE2 | pa—iny
\px+ipy \ E_"IQT
E+m E+4+m
‘—lpz Pz +ipy
vi(p) = ER™ EEm | sea(p) = nall BEAE
\ 1) \ 0 )

Dabei ist p,z* = Et — - Z und ulugs = vivgs = 2E/V.
Interpretation der Zustande:

e us(p) (E > 0): (in pos. Zeitrichtung) einlaufendes
Fermion (am WW-Punkt vernichtet).

e Us(p) (F > 0): (in pos. Zeitrichtung) auslaufendes
Fermion (am WW-Punkt erzeugt).

e us(p) (E <0): (in neg. Zeitrichtung) einlaufendes Anti-
Fermion (am WW-Punkt erzeugt).

e Ts(p) (E < 0): in neg. Zeitrichtung auslaufendes Anti-
Fermion (am WW-Punkt vernichtet).
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Bei Wahl der Spinrichtung entlang der Impulsrichtung (Spin-
Quantisierungsachse) konnen folgende Spinzustande definiert
werden:

Linkshandige Fermionen v; = Pr: Spin und Impuls
antiparallel.

Rechtshandige Fermionen ¢ = Pgrt: Spin und Impuls
parallel.

Die Projektionsoperatoren P, = P7 und Pr = P2, mit
P; Pr = PrPr, = 0 und Pr + P;, =1, sind gegeben durch:

Dabei ist der Chiralitatsoperator s ist gegeben durch

s = i’y =

mit den Eigenzustanden (Chiralitatsspinorzustande):

Vs¥r = YR, V5¥L = —Yr,

wobeli
Yy = (Prip)T~° = V' Pr,
vr = (PrY)"Y’ =¢Pr.
Die Helizitat h = = hangt vom Bezugsystem ab, auBer fur

Iﬁl
masselose Teilchen
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* 75+ 57" =0,
o V5Pr=—Pg, 5P, = —PL.

) W“PL:PR’)/'“, ’}/'U“PR:PL’}/'UJ.

In der Pauli-Dirac-Darstellung (7° diagonal) hat 5 die Form

(0 I
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1.1.4.4 Photonen: Elektromagnetisches Feld

Maxwell-Gleichungen (¢ = 1):
(Maxwell 1864)

) V.5 = 0; VxE = _a_é; Randbedingungen
ot
(i) V-E=0;, VxB= %—?; (freies Feld)

(i) V-E=p; VxB= or +7. (mit Quellen)

mit der elektrischen Ladungsdichte p(x) wund der
elektrischen Stromdichte j(z), fir die ein Erhaltungssatz
(Kontinuitatsgleichgung) gilt:

dp <
=0
at Vv ’

der unmittelbar aus (ii") durch Berechnung des Gradienten
folgt.

Die Gleichungen (i) fir die elektromagnetischen Felder
E(x) und B(z) sind automatisch erfiillt, wenn diese durch

ein skalares Potential ®(z) und ein Vektorpotential A(z)
ausgedruckt werden:
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Eichinvarianz der Losungen der Maxwell-Gleichungen

unter den Transformationen

O(z) — B(x) — a’éi“'); Alz) — A(z) +V - x(z)

mit einem beliebigen skalaren Feld x(x).

Die Maxwell-Gleichungen sind Lorentz-kovariant. Die
Lichtgeschwindigkeit ist in allen bewegten Bezugssystemen
die gleiche (Entdeckung der Speziellen Relativitatstheorie
1905).

Relativistisch kovariante Schreibweise:

—

Mit dem 4-Potential A* = (®,A) und dem
antisymmetrischen Feldtensor, definiert durch dessen 4-
Rotation
Frr=9"AH — O AY = —F"F
mit 0 E B Ej
—F4 0 By —Bs
—Fy —Bjg 0 B |’
—F5 By —By 0

FH =

erhalten die Maxwell-Gleichungen die Form:
(i) OAEHY 4 OHFV + QY P = ();
(i) 0, F" =0;

(i") 0, Fm = —jv.
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Aus (ii’) und der Definition des Feldtensors (aufgrund
von (i)) folgt durch Anwendung der 4-Divergenz
unmittelbar die kovariante Form der Kontinuitatsgleichung
zur Ladungserhaltung:

0,7 = —0,0,F" =0

mit der elektrischen 4-Stromdichte j*(z) = (p(x), j(x)).

Die Erhaltung der elektrischen Ladung ist damit mit
der Eichsymmetrie der elektromagnetischen Feldgleichungen
verbunden.

Die Losungen der Maxwellgleichungen fur die Felder sind
Invariant unter der Eichtransformation des 4-Potentials:

AH(z) — A (x) — 0% x(x).
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Potentialschreibweise der Maxwell-Gleichungen

durch Einsetzen der Definition des Feldtensors:

(i) — " 0, F"" = 9,0"A” — 9" (9, A)
0, (9" A” — ¥ AM)
= OAY — 0%(9,A") = j*;

(i) DAY — §Y(9,A") = 0.

Ohne Quellen (im Vakuum) erhalt man durch geeignete Wahl
der Eichung (Lorentz-Eichung)

Al A =AM — gy,

so daf3
(?MA“’ =0,

d.h. Wahl des Feldes x(z), so daB
0,0"x = 0x = 0,A".

Damit gilt die bekannte Wellengleichung fur das
elektromagnetische Potential:

OAY = 0.

Jede Komponente von A¥(x) erfillt daher die Klein-Gordon-
Gleichung fur ein masseloses Teilchen.
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Losungen der freien elektromagnetischen Wellengleichung

sind ein- bzw. auslaufende ebene Wellen

1 7
AP (z) = —=e,(k,N)e e
\/V MU 9 )
— 1 ikt
AP (z) = ek, A)en

\/*u

mit dem Wellenvektor k* = p*/h mit k k! = k* = m2 = 0
und 2 transversalen Polarisationsfreiheitsgraden:
1
en(A=x1) = (e°,8) = F—=(0,1,£1,0
(zirkulare Polarisation mit Helizitaten \ = ES 41, k[2).

IkII*I
Aus der Bedingung 0, AY = 0 fur die Lorentz-Eichung folgt
die Randbedingung k,c" = 0.

Die Funktion y(x ) der Lorentz-Eichung kann so gewahlt
werden, daB auch £ - =0,

d.h. es gibt aufgrund der Eichinvarianz keine longitudinale
Polarisation (A = 0) der elektromagnetischen Wellen bzw. der
masselosen Photonen, sie 1aBt sich durch Eichtransformation
eliminieren.

Die Maxwell-Gleichungen beschreiben also ein Photonfeld mit
Spin 1 und Masse 0, das nur zwei Helizitatszustande parallel
und antiparallel zum Wellenvektor besitzt.
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Die Masselosigkeit des Photons und das Verschwinden des
transversalen Helizitatsfreiheitsgrads des 4-Vektorfelds des
Photons sind beides miteinander verknupfte Konsequenzen

der Eichfreiheit.

Die elektrisch neutralen Photonen sind mit ithren Antiteilchen
Identisch.

Das gleiche gilt fur reelle, massive Bosonfelder mit Spin 0
(Higgs-Boson).

Lagrangedichte fur das elektromagnetische Feld

1 1
L — —1 MVF'M

1
~3(0,A, = 9,A,) (9" A" — 9" A7)

ergibt nach den Euler-Lagrange-Gleichungen

oL oL
0A, I (8(6#1,,)) =0

die Feldgleichungen im Vakuum und

L=—3F, F* —j"A,

die Feldgleichungen mit Quellen, wie leicht zu verifizieren ist.
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1.1.4.5 Massive Vektorfelder

Durch Einfuhrung eines lorentzinvarianten Masseterms in der
Lagrangedichte analog zur Klein-Gordon-Gleichung,

1 1
L=—"F _ FM 1+ _M?A"A,
4" + 2

erhalt man die Wellengleichung (Proca-Gleichung) fiir Spin-1
Bosonen mit Masse M (z.B. W+, Z9):

0, (0" AY — 9 AM) + M2 A
OAY — 8¥(9,A") + M?AY = 0.

|
[=

Die 4-Divergenz des ersten Terms der Gleichung verschwindet,
so daB fur massive Vektorfelder immer gilt 0, A" = 0, d.h. die
Eichfreiheit ist durch Fixierung der Eichung verloren. Damit
gilt fir jede Komponente des Feldes A”(z) die Klein-Gordon-
Gleichung mit Masse:

[0+ M?A” =0

mit der Nebenbedingung 0,A* = 0. Der Massenterm in L
ist offensichtlich nicht invariant unter der Eichtransformation
des 4-Potentials.

Um die Eichinvarianz auch fur massive Vektorbosonen zu
retten, wird der Higgs-Mechanismus mit spontaner Brechung
der Eichsymmetrie benotigt.
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Die ebenen Wellenlosungen fur freie massive Vektorbosonen
besitzen im Gegensatz zum Photon 3 Polarisationfreiheitsgrade
mit zusatzlicher longitudinaler Polarisation bzw. transversaler
Helizitat A = O:

1
1
Eu(k; A= O) = :FM(]{, O, O, E)

mit k, = (E,0,0,k), kk* = E? — k2 = M?

und k,e* = 0.
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